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概要 単調で Lipschitz 連続（定数が１より大）な勾配写像を MoL-Grad デノイザと呼ぶ。本稿で

は、第一に、MoL-Gradデノイザが弱凸関数の（一価の）近接写像を特徴付けることを述べ、Moreau

分解の弱凸関数への拡張を与える。第二に、近接分離アルゴリズムの近接写像をMoL-Grad デノイ

ザで代用した AI アシスト型連続最適化戦略に基づくアルゴリズムによって生成される点列が、デノ

イザから誘導される暗黙的正則化関数を含む目的関数の最小解に弱収束することを述べる。第三に、

集合値写像（多価写像）としての近接写像に関する近接包含定理と近接変換定理を与え、これらに基

づく「不連続 shrinkage作用素からMoL-Gradデノイザへの変換法（連続緩和の方法）」とその応用

例を紹介する。
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1. 単調 Lipschitz連続勾配（MoL-Grad）デノイザ — AIアシスト型連続最適化戦略

AI革命とも言われる機械学習技術の目覚ましい進展は、社会に大きな変革を生みだしてい

る。本稿では、その中核を担う深層学習に基づくデータ駆動型アプローチとモデルベースアプ

ローチの架け橋となる、筆者の最近の研究 [1, 2]を紹介する*1。本稿で紹介する内容は、弱凸

関数を含む最適化問題を解く手法を扱う点において、最適化コミュニティで活発に研究されて

いる DC計画問題や、RAMPシンポジウム 2024における山田功先生（科学大）のご講演 [3]

とも関連のあるものであることを冒頭で述べておきたい。

主要ポイント.

1. MoL-Gradデノイザと一価の近接写像の等価性定理 [1] — 弱凸関数の近接写像に関す

る基礎的結果（2章・定理 1）
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*1 初めからこのような方向性を目指していたというより、「非凸関数の近接写像の中で、最適化の観点から有用なものは、ど

のような数理的性質を持つか」という素朴な疑問に対して、好奇心に任せて研究し、最後に応用価値について熟慮した結

果、幸運にも、データ駆動型アプローチとモデルベースアプローチを繋ぐ成果としてまとめることができた点を付記する。
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2. AIアシスト型連続最適化戦略に関する収束定理 [1] — 近接分離アルゴリズムの近接写像

をMoL-Gradデノイザに置き換えた手法の収束解析（3章・定理 3, 4）

3. 近接包含変換法による連続緩和 [2] — 不連続 shrinkage作用素から（AIアシスト型連続

最適化戦略に利用可能な）MoL-Gradデノイザを生成する方法（5章・定理 5, 6）

1.1. ニューラルネットワークを活用した最適化アプローチ

データ駆動型アプローチは、最適化アルゴリズムに基づく従来のモデルベースアプローチ

を凌駕する性能が達成される例も多く、潜在的な可能性を持つ一方で、解釈性・説明可能性*2

が限定的であることや、大量のデータが必要であることなど、解決すべき問題を抱えている

[4, 5]。このようなデータ駆動型アプローチの問題点の抜本的解決を目指して、データ駆動型と

モデルベースの両アプローチを融合する研究が盛んに行われてきた。本稿では、そのような試

みの一つである Plug-and-Play（PnP）法 [6–8]という技術に焦点を当て、その中で、後述す

る「単調 Lipschitz連続勾配デノイザ（定義 2）[1]（以下、簡単のため、MoL-Gradデノイザ

と呼ぶ）」が最適化という観点から本質的な役割を演じることを説明していく。

本章では、主に画像処理における「デノイザ（denoiser）」を念頭に動機を述べる。デノイザ

という用語を選んだのは、研究結果の応用価値を分かりやすく伝えるための筆者なりの工夫で

あり、一般的な数学用語である写像（あるいは、作用素）に読み替えても差し支えない。つま

り、主役は、「単調性と Lipschitz連続性を持つ勾配作用素」である。画像から雑音（noise）を

除去するのがデノイザの本来の役割であるが、それ以外にも、（特に、画像処理における）逆

問題を解くために有用である [9]。PnP法は、デノイザを活用して逆問題を解く方法の一つで

ある。逆問題を解くソルバーとして近接分離アルゴリズムが広く用いられているが、PnP法

では、更新式の近接写像をデノイザ（ニューラルネットワーク）に置き換えて（近接写像のと

ころにデノイザを差し込んで（plug））、アルゴリズムを実行する（play）。近接分離アルゴリズ

ムで広く用いられる soft shrinkage（ℓ1 ノルムの近接写像）[10]は、ノイズ除去のために提案

された一種のデノイザであるから、これをもっと高性能なデノイザに置き換えれば、一段と良

い性能が達成できるに違いないというわけである。

1.2. Lipschitz制約なしアプローチを考える意義

Soft shrinkageとともに提案されたのが、hard shrinkage [10] である。これらに対して、そ

の間を取ったような firm shrinkageが初めの二つより高い性能を示すことが知られている（図

1）。hard shrinkageは ℓ0 擬似ノルムの近接写像*3であり、soft shrinkageは、それぞれ ℓ1 ノ

ルムの近接写像である。また、firm shrinkageは、ある意味で ℓ0 擬似ノルムと ℓ1 ノルムをつ

なぐ弱凸関数の近接写像である [11]から、これらは、作用を受ける対象のスパース性を促進す

*2 本稿では、「ニューラルネットワーク（デノイザ）を組み込んだアルゴリズムがどういう最適化問題を解いているか」とい

う率直な問いに対して、何らかの明確な形で説明できることを「説明可能性」と定義する。

*3 正確には、ℓ0 擬似ノルムの近接写像は集合値写像であり、hard shrinkage は集合の中から一つの要素を選んだものであ

る。このようにして定義される一価写像は、集合値写像のセレクションと呼ばれる。
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(d) 一つの理想形

図 1 スパース性を促進するために提案された作用素と一つの理想形

る作用素である。スパース性を促進することを考えた場合、理想的には、(i) ゼロに近い成分

はゼロにする*4、(ii) ゼロから遠い成分はそのまま残すことが望ましいだろう。これを図示す

ると、図 1(d)のようになる。凸関数の近接写像であり、非拡大性（1-Lipschitz連続性）を有

する soft shrinkageは、条件 (i), (ii)を同時に満足できないことがわかる。このことは、非拡

大性を持つ shrinkageのみを考えた場合の一種の限界を示唆すると言えるだろう。一方、hard

shrinkageは、条件 (i), (ii)を満たしているが、不連続写像であるため、例えば、同 shrinkage

を近接分離アルゴリズムの近接写像として採用した場合、最適解への収束を保証するのは容易

でない。firm shrinkageは、条件 (i), (ii)を満たしており、さらに、Lipschitz連続写像である

ため、近接分離アルゴリズムに用いた際、最適解への収束を保証することが可能である。これ

らの例から分かるように、条件 (i), (ii)を同時に満足する連続写像を定義しようとすると、必

然的に傾きが１を超える部分が出てきてしまう。すなわち、理想的なスパース性促進効果を得

るためには、写像の Lipschitz定数が１を超える以外に方法はないのである。

深層学習で得られるデノイザについて直ちに同様の結論を得ることは容易でないかもしれな

い。しかし、これに類する性質があってもおかしくない、少なくとも、その可能性を簡単に捨

てたくない、というのが筆者の信念であり、これが Lipschitz定数に制約のないアプローチを

提唱する意義であると考えている。

1.3. MoL-Gradデノイザを採用した PnP型最適化戦略

本稿で議論していく話の中心になるリサーチクエスチョンは、以下の二つである。

1. PnP法で得られるアルゴリズムが何らかの目的関数を最適化していると解釈できるのは、

どのようなクラスのデノイザ（ニューラルネットワーク）を採用したときか。→ 本稿の

答えは、MoL-Gradデノイザ（MoL-Grad型ニューラルネットワーク）である。

*4 ここでの議論は、広義スパースベクトル [3]に拡張しても成立する。ここで、広義スパースベクトルとは、多くの成分値が

ゼロ付近に集中しているベクトルのことである（信号処理応用では、広義スパースベクトルが所望されることも少なくな

い）。この場合、ゼロに近い成分は、ゼロにより近い値にすれば十分であり、必ずしも、ぴったりゼロにする必要性はない。
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2. そのとき、最適化される目的関数の中で、デノイザに対応する正則化関数は、どのよう

に特徴づけられるか。→ デノイザ ∇ψ には、正則化関数 ϕ = ψ∗ − (1/2) ‖·‖2 が対応す

る（共役関数 ψ∗ の定義は、2 章参照）。この正則化関数 ϕ を、特に、暗黙的正則化関数

（implicit regularizer）と呼ぶ。

デノイザと正則化関数の対応は、定理 1で詳述し、PnP法ベースのアルゴリズムと最適化に

ついては、定理 3、4で述べる。前述したように、MoL-Gradデノイザは、「単調性と Lipschitz

連続性を持つ勾配作用素」である。以下、これらの性質に着目する理由を簡潔に述べる。まず

初めに、「（十分に一般的な仮定の下で）ある点 xが関数 f の最小解であるための必要十分条

件は、0 ∈ ∂f(x)である（Fermat’s rule）*5」ことから、デノイザと最小化問題を結びつけるた

めには、デノイザと劣勾配を関係付ける必要がある。そこで、デノイザがある関数の劣勾配で

表現できるという前提を受け入れることにすると、劣勾配が単調作用素であることから、「単

調性」が必要になる。

デノイザの「連続性」の条件を外すのは簡単ではないだろう。デノイザに連続性を仮定する

と、自動的に「Fréchet微分可能な凸関数の勾配」として表現できることになる [12, Proposition

17.41] （つまり、劣勾配は、単集合（singleton）になる）。MoL-Grad デノイザに課される

「Lipschitz連続性」は、通常の連続性より強い仮定であるが、最適化アルゴリズムの収束性を

保証する際に広く用いられる一般的な仮定である（この条件を外した場合、ステップサイズを

減少させていくなどの工夫が必要になり、収束速度の低下につながるなど、実用上のデメリッ

トも存在する）。実は、Lipschitz連続性は、デノイザを近接写像（定義 1）として表現する上

で本質的である（定理 1）。

MoL-Gradデノイザを採用した PnP法ベースの近接分離アルゴリズムとして、前方後方近

接分離アルゴリズム（Forward Backward Splitting法；FBS法）[13, 14] に基づく PnP-FBS

法と主双対近接分離アルゴリズム（Primal Dual Splitting 法；PDS 法）[15, 16] に基づく

PnP-PDS法の収束について議論する。近接写像からデノイザへの置き換えによって得られた

これらの手法は、目的関数から設計されたものでないため、一般に、何らかの最適化問題に

関係する保証はない（関係していたとしても、その問題を特定するのは容易でないだろう）。

しかし、幸いにも、MoL-Grad デノイザを採用した PnP-FBS 法と PnP-PDS法は、デ

ノイザから誘導される「暗黙的正則化関数」を含むそれぞれの目的関数を最適化する。特に、

PnP-PDS法において、MoL-Gradデノイザの Lipschitz定数を制限することなく、最適

解への収束が保証されることを述べる。MoL-Gradデノイザの例として、既存の非凸関数の近

接写像から、Tied-Weightニューラルネットワーク、バイアス低減型OSCAR、そして、不連

続 shrinkage作用素の連続緩和（次節）までを紹介する。

*5 ∂f は、凸解析で一般的に用いられる劣勾配である。実ヒルベルト空間H 上で定義される関数 f : H → (−∞,+∞]の点

x ∈ Hにおける劣勾配は、∂f(x) := {z ∈ H | 〈y − x, z〉 + f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ H}で定義される。
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1.4. 不連続 shrinkage作用素の連続緩和 — 近接包含変換法

不連続 shrinkage作用素のグラフを含む極大単調作用素（厳密には、極大巡回単調作用素）

は、不連続 shrinkage を与える非凸正則化関数の「下半連続 1-弱凸包」の近接写像に対応す

る。これを「近接包含定理（定理 5）」と呼ぶ。そして、この下半連続 1-弱凸包を（1未満の正

定数で）スケーリングした下半連続弱凸関数の近接写像（一価写像）が、極大単調作用素から

「簡単な四則演算と逆写像」を通して得られる。これが「近接変換定理（定理 6）」であり、そ

の結果として得られる一価の近接写像が連続緩和を与える。この不連続 shrinkage作用素から

一価の近接写像（連続緩和）への変換法を「近接包含変換法（proximal inclusion-conversion

method）」と名付けたい。この変換法の応用として、trimmed ℓ1 ノルム [17]の近接写像（一

般に、集合値写像）の連続緩和を扱った例も紹介する。

2. MoL-Gradデノイザと一価の近接写像

実ヒルベルト空間 H 上で定義された非凸関数 f : H → (−∞,+∞] := R ∪ {+∞}

を考えよう*6。H 上の内積とノルムを、それぞれ 〈·, ·〉、‖·‖ で表す。本稿全体を通して、

dom f := {x ∈ H | f(x) < +∞} 6= ∅（関数 f が真（proper）であること）を仮定する。

共役関数（定義と性質）. 関数 f∗ : H → (−∞,∞] : x 7→ supy∈H(〈x, y〉 − f(y)) を凸共役

（convex conjugate）という。共役関数 f∗ が真となる必要十分条件は、f 自身が真であり、さ

らに、f の下界となる連続なアフィン関数（f ≥ 〈a, ·〉 + bとなる (a, b) ∈ H × R）が存在する

ことである（[12, Propositions 13.10, 13.12]参照）。一般に、連続な凸関数 f : H → Rと正定

数 ρ > 0について、(i) f が ρ-平滑であることと (ii) f∗ が ρ−1-強凸であることは等価である

[12, Theorem 18.15]（本稿で登場する関数の関係性を理解する上で重要な性質である）。

y ∈ Hに関する関数 f(y) + (1/2) ‖x− y‖2（x ∈ Hは固定）は、一般に、最小値を持たない

こともあれば、最小値は存在するけれど、最小値を達成する y（最小解）が二つ以上存在する

こともある。そのため、近接写像は、一般に、集合値写像（多価写像）になる（5章参照）。そ

れでは、近接写像が多価であるとき、複数の最小解 yの中から適当なものを一つ選んで一価写

像を定義したとき、この一価写像が連続写像になることはあるだろうか。

命題 1 ([1]). H 上で定義された関数 f : H → (−∞,+∞] に対して、T (x) ∈

argminy∈H[f(y) + (1/2) ‖x− y‖2] 6= ∅ (x ∈ H) で定義される T : H → H が連続写像で

あるとする。このとき、全ての x ∈ Hに対して、関数 f + (1/2) ‖x− ·‖2 は、唯一つの最小解

を持つ。

命題 1より、近接写像から連続写像を定義するためには、近接写像は一価である必要性があ

ることが分かった。そのため、一価の近接写像を定義する。

*6 非線形解析に不慣れな読者のための参考書として、[12, 18] をお奨めする。本稿で扱う用語の多くは、[19] でも確認でき

る。信号処理で用いられる非線形解析の基礎事項について日本語で解説した入門レベルの拙著 [20]も紹介しておく。
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定義 1 (s-prox 写像（一価の近接写像）[1]). H上で定義された関数 f : H → (−∞,+∞]を

考える。任意の x ∈ Hに対して、f + 1
2γ ‖x− ·‖2 （γ > 0）が唯一つの最小解を持つものとす

る。このとき、

s-Proxγf : H→H : x 7→ argmin
y∈H

(
f(y) +

1

2γ
‖x−y‖2

)
(1)

を f の（インデックス γ の）s-prox写像という。

s-prox写像は、以下に定義されるMoL-Gradデノイザを用いて特徴づけられる。

定義 2 (MoL-Gradデノイザ). 写像 T : H → Hが、β−1-平滑凸関数*7ψ（β ∈ (0, 1)）の勾

配として T = ∇ψ の形で表現できるとき、T はMoL-Gradデノイザであるという*8。

微分可能な関数の凸性は、勾配の単調性によって特徴づけられる。このことから、MoL-Grad

デノイザを特徴付ける鍵となる性質は、(i)単調性、(ii)Lipschitz連続性（厳密には、Lipschitz

定数が 1より大）、(iii) （Fréchet微分可能な関数の）勾配として表現できること*9であり、こ

れらが定義 2に記した写像の本質的な性質であると考えて、MoL-Gradと命名した。下半連続

な真凸関数 f : H → (−∞,+∞]全体の集合を Γ0(H)と表す。話の中核へ入っていく前に、弱

凸関数と強凸関数を定義しておく。特に、弱凸関数は、本稿で中心的な役割を担う。

定義 3 (弱凸関数・強凸関数). η ∈ (−∞,+∞]に対して、h+ (η/2) ‖·‖2 が凸関数であるとす

る。このとき、η ∈ (0,+∞)であれば、hは弱凸関数であり、η ∈ (−∞, 0)であれば、hは強

凸関数である。η = +∞は、hが弱凸関数でないことを意味する。特に、弱凸（強凸）の程度

を明示したいとき、η-弱凸関数（|η|-強凸関数）という用語を用いる*10。定義より、η-弱凸関

数（η > 0）は、γ-弱凸（∀γ > η）である。

さて、s-prox 写像と MoL-Grad デノイザの関係性について考えよう。ϕ を (1 − β)-

弱凸関数であるとしよう。このとき、ϕ̌ := ϕ + ((1 − β) /2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H) とすると、

(ϕ+ (1/2) ‖·‖2)∗ = (ϕ̌+ (β/2) ‖·‖2)∗ であり、ϕ̌ ∈ Γ0(H)であることに注意して [12, Proposi-

tion 14.1]を適用すると、(ϕ̌+ (β/2) ‖·‖2)∗ = β(ϕ̌∗)が成り立つ。ここで、 β(·)は、（インデッ

クス β の）Moreau包（Moreau envelope）*11を表す。なお、（凸関数の）Moreau包は、Fréchet

微分可能な凸関数であり、その勾配は、∇ β(ϕ̌∗) = β−1(Id − s-Proxϕ̌∗) = β−1s-Proxϕ̌ で与え

られるため、∇ β(ϕ̌∗)は β−1-Lipschitz連続、すなわち、β(ϕ̌∗)が β−1-平滑凸関数であること

が直ちに分かる（凸関数の近接写像 s-Proxϕ̌ の非拡大性に注意）。したがって、ψ := β(ϕ̌∗)と

*7 ある κ > 0 に対して、Fréchet 微分可能な関数 f : H → (−∞,+∞] の勾配が Lipschitz 連続性 ‖∇f(x) − ∇f(y)‖ ≤

κ ‖x− y‖（∀x, y ∈ H）を満たすとき、f は κ-平滑関数であるという。

*8 MoL-Grad は、Monotone Lipschitz-Gradient の略称である。

*9 ベクトル解析の概念を用いれば、Rn で定義される C1 級写像 T : Rn → Rn が保存場である（ある関数の勾配として表現

できる）ための必要十分条件は、Rn 上の全ての点において、T の Jacobi 行列が対称性を持つことである。

*10 η-弱凸性は、η-weakly convex [21]、η-hypoconvex [22]、1/η-proximal [23, 24]と呼ばれる。

*11 凸関数 f ∈ Γ0(H)の（インデックス γ > 0の）Moreau 包は、γf : H → R : x 7→ miny∈H

(
f(y) + 1

2γ
‖x− y‖2

)
で

定義される。Moreau 包の性質については、[14]、[19, Fact 17.17]などを参照されたい。
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すれば、T = ∇ψ は、MoL-Gradデノイザであることが分かる。

逆に、T = ∇ψがMoL-Gradデノイザであるとすると、ψが β−1-平滑凸関数であることから、

ψ∗ ∈ Γ0(H)は β-強凸関数である [12, Theorem 18.15]。したがって、ϕ := ψ∗ − (1/2) ‖·‖2 =

(ψ∗ − (β/2) ‖·‖2) − ((1 − β)/2) ‖·‖2 は、(1 − β)-弱凸関数である。このとき、β-強凸関数

ϕ+ (1/2) ‖·‖2 = ψ∗ は唯一つの最小解を持つため、写像 s-Proxϕ を定義できる。

以上の議論の要点をまとめてみよう。

(a) (1 − β)-弱凸関数 ϕ から MoL-Grad デノイザ T = ∇ψ を定義できる。ここで、

ψ := β(ϕ̌∗) = (ϕ+ (1/2) ‖·‖2)∗ は、β−1-平滑凸関数である。

(b) 逆に、MoL-Grad デノイザ T = ∇ψ（ψ は β−1-平滑凸関数）から、(1 − β)-弱凸関数

ϕ := ψ∗ − (1/2) ‖·‖2 を定義できる。

実は、(a), (b)のように定義した ϕと ψの間に、関係式

∇ψ = s-Proxϕ (2)

が成り立つ。

定理 1 (s-prox写像とMoL-Gradデノイザの等価性定理 [1]). 写像 T : H → H と定数

β ∈ (0, 1)について、以下の二条件は等価である。

(C1) ϕ + ((1 − β)/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H) を満たす弱凸関数 ϕ : H → (−∞,+∞] を用いて、

T = s-Proxϕ と表現できる*12。

(C2) MoL-Gradデノイザ T = ∇ψ として表現できる。

特に、(C1)が成り立つとき、ϕ̌ := ϕ+ ((1 − β) /2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H)とすると、β−1-平滑凸関数

ψ :=

(
ϕ + (1/2) ‖·‖2

)∗

= β(ϕ̌∗) ∈ Γ0(H)によって T = ∇ψ が成り立つ。逆に、(C2)が成

り立つとき、(1 − β)-弱凸関数 ϕ := ψ∗ − (1/2) ‖·‖2 によって T = s-Proxϕ が成り立つ。

注意 1. β が区間 (0, 1)外の場合について、簡単に述べておきたい。

1. MoL-Gradデノイザ（定義 2）で β ≥ 1とした場合: ϕが凸関数（β > 1のときは強凸関

数）であるから、Moreauによる以下の定理 [25, Corollary 10.c]が成り立つ。

定理 2 (Moreau 1965 [25]). 実ヒルベルト空間H上で定義された写像 T : H → H に

対して、以下の二条件は等価である。

(a) 凸関数 g ∈ Γ0(H)を用いて T = s-Proxg と表現できる。

(b) T が非拡大（1-Lipschitz連続）であり、さらに、ある凸関数 ψ ∈ Γ0(H) を用いて、

T (x) ∈ ∂ψ(x)（∀x ∈ H）と表現できる。このとき、ψ は微分可能（Fréchet微分可

能）であり、∂ψ(x) = {∇ψ(x)}である（すなわち、T = ∇ψ）。

定理 1と定理 2を比較すると、弱凸関数 ϕと凸関数 gが対応することが分かる。したがっ

て、定理 1は、定理 2の（凸関数から弱凸関数への）拡張になっている。

*12 この場合、ϕ+ ‖· − x‖2 が（全ての x ∈ Hに対して）強凸関数であることから、最小解の存在性と一意性が保証される。
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2. 定理 1(C1)で ϕ+((1 − β)/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H)となる「最小の」(1−β)が 1−β ≥ 1(⇔ β ≤ 0)

の場合：この場合、Lipschitz連続写像 s-Proxϕ を定義することはできない。このことは、

MoL-Gradデノイザの Lipschitz定数 β−1が、βを 0に近づけた極限を取ると+∞になっ

てしまう、あるいは、β < 0のとき、β−1 が負値を取ってしまうことから予想できる（厳

密な議論は、系 2（5章）を参照）。

定理 1の β の範囲は、正の実数全体に拡張できる*13。ただし、本稿の主役であるMoL-Grad

デノイザに対応するのは、あくまで定理 1の範囲 β ∈ (0, 1)であることを強調しておく。

系 1 (定理 1の一般形). 写像 T : H → Hと定数 β ∈ R++ について、以下の二条件は等価で

ある。

(C1) ϕ̌ := ϕ + ((1 − β)/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H) を満たす関数 ϕ : H → (−∞,+∞] を用いて、

T = s-Proxϕ と表現できる。

(C2) β−1-平滑凸関数 ψ の勾配として T = ∇ψ の形で表現できる。

この等価な条件が満たされるとき、ψ∗ は β-強凸関数であり、関係式 ϕ = ψ∗ − (1/2) ‖·‖2 と

ψ = β(ϕ̌∗) ∈ Γ0(H)が成り立つ。

H上の恒等写像を Id : H → H : x 7→ xで表す。弱凸関数の近接写像（s-prox写像）は、二

次関数を加えて凸化した関数の近接写像を用いて表現することができる。

命題 2 ([1]). φ : H → (−∞,+∞]が φ̌ := φ + (ρ/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H) (ρ ∈ R++) を満たす弱凸

関数であるとする。このとき、全ての正定数 σ ∈ R++ に対して、

1. (φと φ̌の近接写像の関係性) s-Proxφ̌/σ = s-Proxφ/(σ+ρ) ◦

(
σ

σ + ρ
Id

)

2. （拡張Moreau分解）Id = s-Proxσφ̌∗ + σs-Proxφ/(σ+ρ) ◦ (σ + ρ)−1Id

が成り立つ。

3. MoL-Gradデノイザを採用した PnP型近接分離アルゴリズムと連続最適化

本章では、PnP法に基づく二つの近接分離アルゴリズム（PnP-FBS法と PnP-PDS法）を

紹介する。近接写像の代わりにMoL-Gradデノイザを採用することで、これらの手法によっ

て生成される点列は、MoL-Gradデノイザから導かれる「暗黙的正則化関数」を含む目的関数

の最小解に収束する。PnP-FBS法で扱えるタイプの問題に対して、同手法で収束が保証され

る Lipschitz定数の範囲を超える状況であっても、PnP-PDS法を用いることで最適解への収

束が保証される。

*13 真である下半連続関数 f : H → (−∞,+∞]と定数 λ > 0を考える。このとき、(i) f + (1/(2λ)) ‖·‖2 ∈ Γ0(H) と (ii)

全ての µ ∈ (0, λ)に対して、((λ− µ)/λ)s-Proxµf が堅非拡大（すなわち、2((λ− µ)/λ)s-Proxµf − Idが非拡大）であ

ることが等価である [22, Theorem 6.5]。この事実は、定理 1と類似点があるが、関数 f の存在とその下半連続性を初め

から仮定している点や定理の主張する内容が、定理 1 とは本質的に異なる。また、[22, Theorem 6.5] の主張する範囲を

強凸まで拡張した、より一般的な内容を含む結果（ただし、追加で近接有界性（prox-boundedness）を仮定）も知られて

いる [26]が、同様の理由により、系 1とは本質的に異なるものである。
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3.1. 前方後方近接分離アルゴリズム（PnP-FBSアルゴリズム）

定理 1と命題 2から、1章で提示した二つの問いに関する定理が得られる*14。

定理 3 (MoL-Gradデノイザを採用したPnP-FBS法の収束定理 [1]). κ-平滑な ρ-強凸関

数 f ∈ Γ0(H)（κ > ρ > 0）と定数 β ∈ ((κ − ρ)/(κ + ρ), 1) ( (0, 1)に対するMoL-Gradデ

ノイザ T = ∇ψ : H → Hを考える。定数 µ ∈ [(1 − β)/ρ, (1 + β)/κ)に対して、以下が成り

立つ。

1. µf̂+ϕ̌ = µf+ϕ（ϕ := ψ∗−(1/2) ‖·‖2）となる二つの凸関数 f̂ := f−[(1−β)/(2µ)] ‖·‖2 ∈

Γ0(H)と ϕ̌ := ϕ+ [(1 − β)/2] ‖·‖2 ∈ Γ0(H) を定義する*15。このとき、

T ◦ (Id − µ∇f) = s-Proxβ−1ϕ̌ ◦ (Id − β−1µ∇f̂) (3)

が成り立つ。ここで、平滑項 µf̂ の勾配に対するステップサイズは、β−1 ∈ (1, 2/Lµ∇f̂ )を

満たす（Lµ∇f̂ := µκ− (1 − β) > 0は勾配 µ∇f̂ の Lipschitz定数）。

2. 関数 µf + ϕがHで最小値を取るとする。このとき、任意の初期点 x0 ∈ Hから

xk+1 := T (xk − µ∇f(xk)), k ∈ N （PnP-FBS法） (4)

によって生成される点列 (xk)k∈N ⊂ Hは、（暗黙的正則化関数ϕを含む）目的関数 µf +ϕ

の（一つの）最小解 x̂ ∈ Hに弱収束する。

PnP-FBS法の更新式 (4)では、本来の FBS法において、（下半連続な真凸関数の）近接写

像があるべき箇所に、デノイザ T が置かれている。このアルゴリズムは、T に付随する先験知

識整合性関数*16ϕ とデータ整合性関数 f をバランスよく小さくしたいというタスクを扱って

いると解釈できる。T は画像らしいものに近づける働きを持ち、最急降下ステップは観測画像

（劣化画像）から離れすぎないようにする働きを持つ。これによって、観測画像の情報を程よ

く残しながら、（観測画像より劣化の少ない）クリーンな画像らしいものができると期待する

というわけである。

デノイザ T による先験知識を活用した推定戦略は、直感的には、巧くいきそうに思えるもの

であるし、実際、既存アプローチを凌ぐ性能が得られることが報告されている [6–8]。また、人

の手で設計された先験知識整合性関数の近接写像（デノイザ）と比べて、機械が大量のデータ

から学習したニューラルネットワーク（デノイザ）の方が、統計量をより正確に反映していて

信頼性が高いという風潮も広まってきているように感じられる。ところが、一般に、T に何も

*14 弱凸関数の近接写像を用いた場合のPnP-FBS法の収束ついては、[21]で詳しく議論されている。ただし、[21]では、ユー

クリッド空間に限定して議論していることに加えて、ϕの値域が R に制限されている（+∞が含まれていない）。この制

限は、例えば、ReLUやそれを途中で飽和させた活性化関数を用いたい状況で、大きな障壁となる。

*15 関数に付したアクセント記号 (̂·) と (̌·) は、それぞれ、f と ϕ に加えられる凹関数 −[(1 − β)/(2µ)] ‖·‖2 と凸関数

[(1 − β)/2] ‖·‖2 の形状になぞらえて使用されている。

*16 [3]に倣い、先験知識への整合性が高いほど小さな値を取るように設計された関数を先験知識整合性関数（一般に、正則化

関数と呼ばれることが多い）、推定値と観測データの整合性が高いほど小さな値を取るよう設計された関数をデータ整合性

関数と呼ぶことにする。
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条件を課さない場合、T が何らかの先験知識に付随するものである保証はなく、また、式 (4)

がなんらかの目的関数を最適化する保証もない。定理 3は、T がMoL-Gradデノイザの条件

を満たしさえすれば、（適切な仮定とパラメータ設定の下で）PnP-FBS法が、関数 µf + ϕの

最小解へ弱収束する点列を生成することを明確に述べている。このとき、ϕが T に付随する先

験知識整合性関数（暗黙的正則化関数）である。

注意 2 (定理 3におけるパラメータの範囲について). µf + ϕ の凸性と Lipschitz 定数 Lµ∇f̂

の正値性を保証する条件が µ ≥ (1 − β)/ρである。一方、式 (3)の右辺で µf̂ の勾配にかかる

ステップサイズ β−1 が 2/Lµ∇f̂ 未満になることを保証する条件が µ < (1 + β)/κ)である。こ

の 2条件を満たす µの存在条件が β > (κ− ρ)/(κ + ρ)である。

3.2. 主双対近接分離アルゴリズム（PnP-PDSアルゴリズム）

本節のタスク設定は、以下を使用する。

•H, U : 実ヒルベルト空間（U 上のノルムを ‖·‖U で表す）

•L : H → U : Hから U への有界線形写像

•f ∈ Γ0(H): 平滑 ρ-強凸関数（ρ ∈ R++）

•T := ∇ψ : U → U : β−1-Lipschitz連続なMoL-Gradデノイザ（ψ ∈ Γ0(H), β ∈ (0, 1)）

タスク. 「Lxに関する先験知識（T 由来）との整合性」と「f で評価されるデータ整合性」を

よい塩梅で高くする x ∈ Hを求めよ。

例えば、H = U、L = Idとすると、前章の問題設定に一致する。また、Lを第一種差分作

用素に選び、T をデノイザ（スパース性を促進する作用素）に選べば、全変動に関する先験知

識を活用することができる。さて、今回も、PnP-FBS法の導出に倣い、PDS法の近接写像を

そのままMoL-Gradデノイザに置き換えるだけで良いだろうか。残念ながら、PDS法は、近

接写像と勾配降下ステップの合成写像が含まれる形になっていないため、この単純な置き換え

戦略では、最適解への収束を保証することが容易でない。

そこで、上記タスクを扱うためのアルゴリズムを導出するために、まず初めに、関数*17

f̂ : x 7→ f(x) −
ρ

2 ‖L‖2 ‖Lx‖2
U ∈ Γ0(H)

を定義する。このとき、勾配

∇f̂(xk) = ∇f(xk) − (ρ/ ‖L‖2)L∗Lxk (5)

は、κ-Lipschitz連続 (κ ∈ R++)である。次に、暗黙的正則化関数

g :=

(
σ +

ρ

‖L‖2

)(
ψ∗ −

1

2
‖·‖2

U

)

︸ ︷︷ ︸
=ϕ

を定義する。ここで、ϕのスケーリング係数 σ + ρ

‖L‖2 は、PnP-PDS法において、定数 σ > 0

*17 ‖L‖ := supx6=0 ‖Lx‖U / ‖x‖は、Lの作用素ノルムである。
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が双対変数のステップサイズに対応するように設定されている。このとき、

ǧ := g +
ρ

2 ‖L‖2 ‖·‖2
U ∈ Γ0(U)

とすると、f + g ◦ L = f̂ + ǧ ◦ L ∈ Γ0(H)が成り立つ。そして、定理 1と命題 2を用いると、

s-Proxσǧ∗ = Id − σT ◦

(
σ +

ρ

‖L‖2

)−1

Id (6)

を示すことができる。f̂ と ǧ は凸関数であり、さらに、f̂ は平滑であるから、式 (5), (6) を

Condat–Vũの主双対近接分離アルゴリズム [15, 16] （正確には、Condat–Vũ iterates（form

II） [27]）に代入すると、アルゴリズム 1を得る*18。

アルゴリズム 1 (PnP-PDSアルゴリズム).

Initialization: x0 ∈ H, u0 ∈ U

Requirements: σ > 0, τ > 0, ρ > 0

ũk+1 := uk + σLxk

uk+1 := ũk+1 − σT

((
σ +

ρ

‖L‖2

)−1

ũk+1

)

xk+1 :=

(
Id +

τρ

‖L‖2L
∗L

)
xk − τ∇f(xk) − τL∗(2uk+1 − uk)

アルゴリズム 1には、g の文字は現れず、その情報は T にエンコードされている。これが g

を暗黙的正則化関数と呼ぶ理由である。以下、アルゴリズム 1に関する収束定理を述べる。

定理 4 (MoL-Gradデノイザを採用したPnP-PDSアルゴリズムの収束定理 [1]). ス テ ッ

プサイズ σ, τ に関する条件

(i) σ ≤
βρ

(1 − β) ‖L‖2

(ii) τ

(
σ ‖L‖2 +

κ

2

)
< 1

を仮定する。さらに、主問題と双対問題

min
x∈H

f(x) + g(Lx) （主問題） (7)

min
u∈U

f̂∗(−L∗u) + ǧ∗(u) （双対問題） (8)

の解が存在すると仮定する。このとき、任意の初期点 (x0, u0) ∈ H × U からアルゴリズム 1に

よって生成される 2つの点列 (xk)k∈N ⊂ Hと (uk)k∈N ⊂ U は、それぞれ、暗黙的正則化関数

g から決まる主問題 (7)の解 x̂ ∈ H と双対問題 (8)の解 û ∈ U に弱収束する。

*18 L∗ は、有界線形作用素Lの随伴作用素である。アルゴリズム 1において、xk+1 の定義式に含まれる項 (τρ/ ‖L‖2)L∗Lxk

は、Condat–Vũ iterates（form II）[27]には含まれず、実は、この僅かな修正が、収束保証の鍵になっている。なお、ア

ルゴリズム 1の導出過程は、他の近接分離アルゴリズムにも拡張できる（詳細な手順は、[1, Section IV.C]を参照）。



The Thirty-Seventh RAMP Symposium

注意 3 (定理 4で Lipschitz定数 β−1 の上限がないことについて). 定理 3 では、PnP-FBS

アルゴリズムの収束を保証するために、β に下限があった（この理由は、注意 2を参照）。これ

は、MoL-Gradデノイザ T の Lipschitz 定数 β−1 に上限が存在することを意味している。一

方、H = U、L = Idとし、さらに、定理 3の µとの対応のために、σ+ρ/ ‖L‖2 = σ+ρ := µ−1
PDS

と設定して、アルゴリズム 1を適用すれば、µPDSf +ϕを最小化することができる。この場合、

β は 0 と 1 の間の任意の実数値を取ることができる、すなわち、デノイザ T の Lipschitz 定

数 β−1 に上界はない*19。したがって、PnP-PDS法は、MoL-Gradデノイザの Lipschitz

定数に制約を課す必要のないアプローチ（Lipschitz制約なしアプローチ）である。素朴な疑

問として、なぜ PnP-PDS法は、このような性質を持つのだろうか。鍵になるのは、アルゴリ

ズム 1において、デノイザ T にステップサイズ σ が乗じられている点である。実際、σT の

Lipschitz定数は、不等式 σβ−1 ≤ ρ/[(1 − β) ‖L‖2] → ρ/ ‖L‖2 (β → 0) で与えられる上界を

持つため、T が推定解へ与える影響が、適切に調整されるのである。

さて、前段落で定義した µPDS = (σ+ρ)−1は、定理 3で定義した µと同じ範囲の値を取ること

ができるだろうか。簡単な考察から、βが小さな値を取るとき、µPDSの上限が（µと比べて）大き

くなることが分かる。実際、定理 4条件 (i)と σ > 0より、µPDS = (σ+ρ)−1 ∈ [(1−β)/ρ, 1/ρ)

であるから、定理 3 の µ ∈ [(1 − β)/ρ, (1 + β)/κ) と上限が異なる。κ > ρであることから、

十分小さな β ≈ 0 に対して、κ > (1 + β)ρ が成立する。厳密には、β < (κ − ρ)/ρ のとき、

κ > (1 + β)ρとなり、このとき、1/ρ > (1 + β)/κであるから、µPDS の上限の方が µの上限

より大きくなる、つまり、µPDS の選択範囲が広くなる（β < 1より、(κ − ρ)/ρ ≥ 1の場合、

µPDS の選択範囲の方が必ず広くなる）。このことから、(κ− ρ)/ρ > (κ− ρ)/(κ+ ρ)であるこ

とを踏まえ、以下のことが言える。

•β ≤ (κ− ρ)/(κ+ ρ)の場合：PnP-PDSアルゴリズムを使用するとよい。定理 3で与えられ

ている β の範囲外のため、PnP-FBSアルゴリズムは使用できない。

•β > (κ− ρ)/(κ+ ρ)の場合：（双対変数が不要な）PnP-FBSアルゴリズムが使用できる。特

に、(κ− ρ)/ρ < β < 1のとき、PnP-FBSアルゴリズムの方が µの選択範囲という点で考え

ても、理に叶っている。一方、(κ− ρ)/ρ > β のとき、PnP-PDSアルゴリズムの方が µPDS

の上限が大きく取れるので、もし、先験知識整合性関数のウエイトを相対的に小さくしたい

場合は、PnP-PDSアルゴリズムを選択すると良い。経験上、先験知識整合性関数のウエイ

トをできるだけ大きく（µをできるだけ小さく）した方が良い推定解が得られやすい傾向に

あり、そのような場合、（双対変数が不要な）PnP-FBSアルゴリズムを選ぶとよいだろう。

*19 MoL-Grad デノイザでは、Lipschitz 定数 β−1 が 1 より大きい場合が重要であるという考えから β < 1としており、そ

れが原因で T の Lipschitz 定数 β−1 の下限が存在している。しかし、注意 2 で述べたように、β ≥ 1 のとき、s-Proxϕ

がMoreau の近接写像（凸関数の近接写像）となり、凸最適化で標準的に用いられる FBS アルゴリズムの議論に帰着す

る。この意味で、β ≥ 1の場合への拡張は自明である。
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4. MoL-Gradデノイザの具体例

例 1 (Firm shrinkage). 正定数 τ > 0に対して、minimax concave (MC)罰則関数 [21, 28,

29] ϕMC
τ : R → R : x 7→





|x| − 1
2τ x

2 if |x| ≤ τ

1
2τ if |x| > τ

を定義する。このとき、二つのしきい値

(0 <)λ1 < λ2 に対する firm shrinkage [30]

firmλ1,λ2 : R → R : x 7→






0 if |x| ≤ λ1

sign(x)λ2(|x|−λ1)
λ2−λ1

if λ1 < |x| ≤ λ2

x if |x| > λ2

(9)

は、λ1/λ2-弱凸関数 ϕ := λ1ϕ
MC
λ2
の近接写像 s-Proxϕ に一致する。

MC罰則関数の他にも、SCAD [31]などの弱凸罰則関数の近接写像や garotte shrinkage [32]

なども、MoL-Gradデノイザである。

例 2 (Tied Weight ニューラルネットワーク). ユークリッド空間 Rm 上で定義される 1-平

滑凸関数 ψ ∈ Γ0(Rm)の勾配 ∇ψ : Rm → Rm で表現される活性化関数（非拡大写像）を考

える*20。重み行列 (O 6=)W ∈ Rm×n と活性化関数∇ψ で定義される tied weight ニューラ

ルネットワーク T := W
⊤ ◦ ∇ψ ◦ W = ∇(ψ ◦ W )は、関数 ϕ := (ψ ◦ W )∗ − (1/2) ‖·‖2

2 の

s-prox写像 T = s-Proxϕ である。特に、重み行列が κ := ‖W
⊤

W ‖ > 1を満たすとき*21、T

は MoL-Gradデノイザであり、このとき、ϕは (1 − κ−1)-弱凸である。（もし κ ∈ (0, 1]であ

れば、T は、凸関数 ϕの近接写像である。）昨年、北海道大学で開催された信号処理シンポジ

ウムにおいて、MoL-Gradデノイザとして表現可能な tied weight多層ニューラルネットワー

クアーキテクチャを提案し、画像処理への適用例を示しているので、実応用に興味のある読者

は [34]を参照されたい。

例 3 (バイアス低減型OSCAR[35]). 類似した特徴ベクトルを漏れなく抽出（グルーピング）

する目的*22で、OSCAR正則化関数 [39–41]

ΩOSCAR
λ1,λ2

: Rn → R : x 7→ λ1 ‖x‖1 + λ2

∑

i<j

max{|xi| , |xj |}

が提案されている（正定数 λ1, λ2 > 0）。凸関数である OSCARを用いた場合に生じる推定バ

*20 実際、ReLU 関数、シグモイド関数、softmax 関数など、深層学習などで広く用いられる活性化関数の多くが、凸関数

f ∈ Γ0(Rm)の近接写像 s-Proxf （したがって、勾配 ∇(f + (1/2) ‖·‖2)∗）として表現できる [33]。

*21 ‖W
⊤

W ‖は、行列W
⊤

W のスペクトルノルム（最大固有値）である。

*22 同目的のために提案された手法として、elastic net [36], fused lasso [37], clustered lasso [38] などがある。Elastic

net は、強い相関を持つ特徴ベクトルの係数を等しくする作用を持たないため、グループ構造の抽出が困難である可能性

が指摘されている [39, 40]。一方、fused lasso は、強い相関を持つ特徴ベクトルが連続する場合に限り、係数を等しくす

る作用を持つ。clustered lasso は、負の相関を持つ特徴ベクトルに対して、グルーピング作用を持たない。
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イアスを低減する目的で提案されたDebiased OSCAR（DOSCAR）*23 [35]

TDOSCAR
λ1,λ2,ω,η := ωs-ProxΩOSCAR

λ1,λ2

− (ω − 1)s-ProxηΩOSCAR
λ1,λ2

(10)

は、MoL-Gradデノイザである（ω, η > 1）。

例 4 (Moreau強化関数の s-Prox写像). 凸関数 f ∈ Γ0(H)を用いて定義される [11, 29]

fλ : H → (−∞,+∞] : x 7→ f(x) − λf(x) (11)

を Moreau 強化関数と呼ぶ（λ > 0）。Moreau 強化関数は弱凸関数であり、その近接写像

（s-prox作用素)は、MoL-Gradデノイザである。具体的な例として、[1, Examples 1, 2]では、

ベクトルに対する firm shrinkageとグループ型 firm shrinkageを紹介しているので、参照さ

れたい。

例 5 (不連続 shrinkage作用素の連続緩和 [2]). Hard shrinkage [10] に代表される不連続

shrinkage作用素（定義 5）に対して、連続緩和を定義することができる（5章）。この連続緩

和は、MoL-Gradデノイザである。6章で、連続緩和の具体例として、hard shrinkageに加え

て、trimmed ℓ1 shrinkage （trimmed ℓ1 ノルム [17]の近接写像から定義される shrinkage作

用素）の連続緩和について言及する。

5. 近接包含変換法による連続緩和 — 不連続 shrinkageからMoL-Gradデノイザへ

前章まで、一価の近接写像である s-prox写像について議論してきた。本章では、近接写像が

一価であるとは限らない一般の場合について、集合値写像としての近接写像を定義し、同写像

を簡単な四則演算と逆写像によって連続写像（厳密には、MoL-Gradデノイザ）に緩和する手

法を与える。ここで、H上の点を Hの部分集合に対応させる写像 Tを集合値写像（または、

多値写像）といい、T : H → 2H と表記する*24。

具体的には、まず、非凸関数の近接写像（集合値写像）とある種の包含関係にある「1-弱凸

関数の近接写像（十分に一般的な条件下で存在する）」を考える。この 1-弱凸関数は、元の非

凸関数のある種のエンベロープ（近接包（proximal hull）[23]と等価）に相当する。そして、

その 1-弱凸関数をスケーリングした関数の近接写像（s-prox写像）が元の近接写像の連続緩和

を与える。この連続緩和は、「1-弱凸関数の（集合値写像としての）近接写像」の吉田近似が、

同関数をスケーリングした 1/(1 + δ)-弱凸関数（δ > 0）の一価の近接写像と (1/(1 + δ))Idの

合成写像で表現できることを示すものになっている。

*23 DOSCAR [35]は、二つの近接写像の外分（正負値係数によるアフィン結合）を与える。同作用素は、firm shrinkage が

二つの soft shrinkage （ℓ1 ノルム（凸関数）の近接写像）の外分として表現できるという事実に着目し、「一般の凸関数

の場合においても、二つの近接写像の外分を用いれば、バイアス低減効果を得ることができるのでは」という発想から提案

されている。実際、DOSCARは、著しいバイアス低減効果を示すことが確認されている。

*24 2H は、H の部分集合を全て含む集合族（部分集合を要素として持つ集合）であり、べき集合（power set）と呼ばれる。

つまり、A ∈ 2H は、Hの部分集合である。なお、集合値写像は、T : H ⇒ Hと表記されることもある [23]。



The Thirty-Seventh RAMP Symposium

定義 4 (近接写像 [22, 23]). 関数 f : H → (−∞,+∞]と正定数 γ ∈ R++ に対して、

Proxγf : H→2H : x 7→ argmin
y∈H

(
f(y) +

1

2γ
‖x−y‖2

)
(12)

を f のインデックス γ ∈ R++ の近接写像という。一般に、Proxγf は集合値写像であり、

Proxγf (x)は空集合になることもある。

定義 5 (不連続 shrinkage 作用素). 関数 f : H → (−∞,+∞]と正定数 γ ∈ R++ に対して、

ある点 y ∈ H で Proxγf(y)が二つ以上の要素を持つとする。このとき、T (x) ∈ Proxγf(x)

（x ∈ H）となる不連続写像 T : H → H （命題 1参照）を不連続 shrinkage作用素と呼ぶ。

1-弱凸関数*25の近接写像は、対応する関数の劣勾配によって特徴付けられる。

命題 3 (1-弱凸関数の近接写像 — 劣勾配による特徴付け [2]). 集合値写像 T : H → 2H に対

して、以下の二条件は等価である。

1. ある凸関数 ψ ∈ Γ0(H)に対して、T = ∂ψが成り立つ。

2. φ+ (1/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H)を満たす 1-弱凸関数 φに対して、T = Proxφ が成り立つ。

写像 T が等価な条件 1, 2 を満たすとき、ψ と φ の間に関係式 φ = ψ∗ − (1/2) ‖·‖2

(⇔ ψ = (φ+ (1/2) ‖·‖2)∗)が成り立つ。

定義 6 (下半連続 1-弱凸包 [2]（近接包 [23]）). 関数 f : H → (−∞,+∞] に対して、

f + (1/2) ‖·‖2 の下界となる連続なアフィン関数が存在すると仮定する*26。このとき、

f̃ := (f + (1/2) ‖·‖2)∗∗ − (1/2) ‖·‖2 を f の下半連続 1-弱凸包（近接包；proximal hull）

という*27。f̃ は、f(x) ≥ φ(x) (∀x ∈ H) を満たす下半連続な 1-弱凸関数 φ : H → (−∞,+∞]

の中で最大のものである。

一般に、非凸関数の近接写像は、下半連続 1-弱凸包（もし存在すれば）の近接写像の部分集

合になっている。

定理 5 (近接包含定理 [2]). 関数 f : H → (−∞,+∞]に対して、f + (1/2) ‖·‖2の下界となる

連続なアフィン関数が存在すると仮定する。このとき、

Proxf(x) ⊂ Prox
f̃
(x), ∀x ∈ H (13)

が成り立つ。

*25 凸関数や ρ-弱凸関数（ρ ≤ 1）は、定義より、全て 1-弱凸関数である。

*26 この仮定は、関数 (f + (1/2) ‖·‖2)∗ が真であることを保証する条件である（2章参照）。また、同仮定は、f の（インデッ

クス 1の）Moreau包について、1f(x) = infy∈H(f(y) + (1/2) ‖x− y‖2) > −∞となる x ∈ Hが存在することと等価

な条件である。ここで、f の凸性や下半連続性を仮定していないため、f + (1/2) ‖x− ·‖2 の最小値が存在するとは限らな

いことに注意されたい（2章で扱ったMoreau包では、下半連続な真凸関数 f を対象としていたので、f + (1/2) ‖x− ·‖2

の狭義凸性（strict convexity）と強圧性（coercivity）から、最小解の存在性が保証されていた）。後者の条件は、（関数

f の）近接有界性（prox-boundedness）と呼ばれる [23]。例えば、f が下に有界であれば、条件を満たす。

*27 定義の仮定と f̃ + (1/2) ‖·‖2 = (f + (1/2) ‖·‖2)∗∗ という関係より、f̃ + (1/2) ‖·‖2 は、f + (1/2) ‖·‖2 の下半連続凸

包である [12, Proposition 13.45]。また、f̃ は、近接包に一致する（[23, Exercise 11.26] 参照）。厳密には、近接包は、

下半連続 1-弱凸包の前提となる仮定を満たさない場合にも定義されるが、このとき、(f + (1/2) ‖·‖2)∗ が真でないため、

f̃ + (1/2) ‖·‖2 は、f + (1/2) ‖·‖2 の下半連続凸包ではないことに注意されたい。
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命題 4 ([24]). 下半連続関数 f : Rn → (−∞,+∞]に対して、f + (1/2) ‖·‖2 の下界となる連

続なアフィン関数が存在すると仮定する。このとき、

conv Proxf (x) = Prox
f̃
(x), ∀x ∈ Rn (14)

が成り立つ。ここで、convは集合の凸包を表す。

系 2 (Proxϕ が Lipschitz連続でないケース). ϕ + (η/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H) となる最小の η が

η ≥ 1であるとする。このとき、写像 Proxϕ は Lipschitz連続でない。

（証明）η = 1の場合：命題 3.2 のケースに該当するので、ある凸関数 ψ ∈ Γ0(H)に対し

て、Proxϕ = ∂ψ が成り立つ。Proxϕ(= ∂ψ) が κ-Lipschitz 連続（κ > 0）であると仮定す

る。このとき、ψ は Fréchet 微分可能であり、∂ψ = {∇ψ} であるから、Proxϕ = ∇ψ であ

る。すると、κ ≤ 1の場合、定理 2より、ϕは凸関数であるから、仮定に矛盾する（κ < 1の

とき、（κ-Lipschitz連続であると同時に）1-Lipschitz連続でもあることに注意）。また、κ > 1

の場合、定理 1より、ϕは (1 − κ−1)-弱凸関数であるから、この場合も、仮定に矛盾する。し

たがって、Proxϕ は Lipschitz連続でない。

η > 1の場合：Proxϕ(x) = ∅となる x ∈ Hが存在すれば、明らかに、Proxϕ は不連続写

像である。以下、Proxϕ(x) 6= ∅（∀x ∈ H）とする。このとき、(ϕ + (1/2) ‖·‖2)∗ が真であ

ることは容易に示せる。したがって、定理 5より、(∅ 6=)Proxϕ(x) ⊂ Proxϕ̃(x)（∀x ∈ H）

が成り立つ。Proxϕ̃ が一価写像であるとき、Proxϕ = Proxϕ̃ であるから、1-弱凸関数 ϕ̃は

η = 1の場合に該当するので、Proxϕ̃ は（よって、Proxϕ も）Lipschitz連続でない。Proxϕ̃

が多価写像であるとき、命題 1より、Proxϕ は不連続であるから、Lipschitz連続でない。

系 3 (弱凸定数 η による近接写像の分類 [2]). η ∈ (−∞,+∞]に対して、η-弱凸関数 f を考え

る。特に、η < +∞のとき、f + (η/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H)が成り立つとする。

1. f が 1-弱凸の場合 (η ≤ 1). Proxf は極大巡回単調*28である。特に、η < 1のとき、近接

写像は、（一価の）(1 − η)−1-Lipschitz連続写像である。

2. f が 1-弱凸でない場合 (η > 1).

(a) ユークリッド空間H := Rnの場合．η < +∞であれば、近接写像Proxf は極大単調

でない [23, Proposition 12.19]。

(b) 一般の場合．(i) f + (1/2) ‖·‖2 の下界となる連続なアフィン関数が存在し、さら

に、(ii) x̂ ∈ dom ∂(f + (1/2) ‖·‖2)∗∗ \ dom ∂(f + (1/2) ‖·‖2) が存在すると仮定

する。このとき、点 u ∈ ∂(f + (1/2) ‖·‖2)∗∗(x̂) 6= ∅ において、狭義の包含関係

Proxf (u) ( Prox
f̃
(u) が成り立つ、すなわち、近接写像 Proxf は極大単調でない。

系 3の下で定理 5を眺めると、Prox
f̃
は、Proxf の（一つの)極大単調拡張（極大巡回単

調拡張）を与えることが分かる。

*28 命題 3と Rockafellerの巡回単調定理 [12, Theorem 22.18] より、1-弱凸関数の近接写像は、極大巡回単調写像によって

特徴付けられることが直ちに分かる（詳細に興味のある読者は、[2, Remark 1]をご参照いただきたい）。
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定理 6 (近接変換定理 [2]). φ + (1/2) ‖·‖2 ∈ Γ0(H)を満たす 1-弱凸関数 φに対して、緩和係

数 δ ∈ R++ でスケーリングした (δ + 1)−1-弱凸関数 φ/(δ + 1)の近接写像は、

s-Proxφ/(δ+1) =
[
Prox−1

φ + δId
]−1

︸ ︷︷ ︸
Proxφ の吉田近似

◦(δ + 1)Id

= δ−1


Id − (Id + δProxφ)−1

︸ ︷︷ ︸
δProxφ のレゾルベント


 ◦ (δ + 1)Id (15)

で与えられる*29。また、s-Proxφ/(δ+1) は、(1 + 1/δ)-Lipschitz連続なMoL-Gradデノイザで

ある。

6. 連続緩和から導出されるMoL-Gradデノイザの具体例

例 6 (Hard shrinkageの連続緩和). ℓ0 擬似ノルムの下半連続 1-弱凸包は、MC 罰則関数

である。MC 罰則関数の近接写像は、インデックスを適当に選べば、firm shrinkage に一

致する [28]（例 1）が、ちょうど 1-弱凸になるようにインデックスを選んだ場合、hard

shrinkage を与えることが知られている [42, 43]。実際、正定数 τ ∈ R++ に対して、ℓ0 擬

似ノルム（の定数倍）gτ : R → R : x 7→ τ2

2 ‖x‖0 =






0 if x = 0

τ2

2 if x 6= 0
の下半連続 1-弱凸包

g̃τ : R → R : x 7→ τϕMC
τ (x) =






τ |x| − 1
2x

2 if |x| ≤ τ

τ2

2 if |x| > τ
の近接写像は、セレクション

hardτ (x) ∈ Proxgτ (x) ⊂ Proxg̃τ
(x) =





{0} if |x| < τ

[0, x] if |x| = τ

{x} if |x| > τ

(x ∈ R) (16)

の形で hardτ : R→ R : x 7→





0 if |x| ≤ τ

x if |x| > τ
を与える。ここで、式 (16)の包含関係は、定理

5に合致することに注意されたい*30。この場合、δ > 0に対して、式 (15)を用いて得られる

s-Proxg̃τ/(1+δ) は、firm shrinkageである。したがって、hard shrinkage の連続緩和は、firm

shrinkageである。

*29 二つ目の等号は、[12, Proposition 23.7]（H = Rn の場合は、[23, Lemma 12.14]）による。定理は、Proxφ の（イン

デックス δ の）吉田近似が、δ
Proxφ = s-Proxφ/(δ+1) ◦ (δ + 1)−1Idという形で表現できることを示唆している。また、

ψ := (φ+ (1/2) ‖·‖2)∗ を定義すれば、Proxφ = (∂ψ∗)−1 = ∂ψ であり（初めの等号は、[1, Lemma 1]参照）、その吉

田近似と ψ のMoreau 包の間に、関係式 δ
Proxφ = δ(∂ψ) = ∇ δψ が成り立つ [12, Proposition 12.30]。

*30 厳密には、Prox
g̃

τ

は、Proxg
τ
の極大単調拡張（maximally monotone extension）を与える [43]。
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例 7 (Trimmed ℓ1 ノルムの近接写像の連続緩和). N 次元ユークリッド空間上のベクトル

x ∈ RN に対して、成分毎に絶対値を取った |x| ∈ RN+ を降順に並べ替えたベクトル

|x|↓ ∈ RN+↓ := {x ∈ RN+ | x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xN} を定義する。非負の重みベクトル

w ∈ R+ に対して、関数 Ωw(x) : RN → R+ : x 7→ w
⊤ |x|↓ を定義する。このとき、wが降順

であれば、Ωw(x)は、Ordered Weighted ℓ1（OWL）ノルム [41]と呼ばれるノルムになる。逆

に、w が昇順であれば、Ωw(x)は Reverse Ordered Weighted ℓ1（ROWL）罰則関数 [44]と

呼ばれる非凸関数となり、その近接写像（ROWL shrinkageと呼ぶ）は、集合値写像となる。

ROWLにおいて、特に、wが 0とある正値重みw > 0のみを含むベクトルの場合、Trimmed

ℓ1 ノルム*31[17]に一致する。Trimmed ℓ1 ノルムの近接写像 [45]（ROWL shrinkageの特別な

場合に相当する不連続写像）の連続緩和について、（3次元以上の場合に対する）閉形式表現を

求めることは困難であるが、[46]で、同写像を有限回の反復で求めるアルゴリズムを与えてい

る。不連続 shrinkageは、間違った方向に推定解を誘導してしまうことがあるのに対して、連

続緩和は、この問題を回避できることが数値実験で実証されている [2, Section V.B-1]。

7. 先行研究との関係性

MoL-Grad デノイザと先行研究の関係性について、簡潔に述べておきたい（詳しい議論は

[1, Section V.C, V.D]参照）。

勾配ステップデノイザ [7, 8, 47]. 勾配ステップデノイザは、TGS = Id − ∇g の形で与え

られる。MoL-Grad デノイザと最も関連の深い [8, Proposition 3.1] では、Id − ∇g が縮小

写像（Lipschitz 定数が 1 未満）であることが仮定されているため、勾配ステップデノイザ

は、以下の性質を満たすものに限定される。第一に、全ての点において、TGS の Jacobi行列

は、正定値性を持つ。第二に、MoL-Gradデノイザの ϕに相当する関数が平滑かつ弱凸（⇔

ψ := (1/2) ‖·‖2 − g が強凸かつ平滑⇔ T = ∇ψ が強単調かつ Lipschitz連続）である。第三

に、ϕの弱凸定数が ηGS ∈ (0, 1/2)の範囲に限定される。MC関数など、知られている正則化

関数の多くは平滑でないため、平滑性の制限は、応用価値の高いデノイザを排除してしまう可

能性が危惧される。なお、[8, Proposition 3.1]は、定理 1の特別な場合として、容易に得るこ

とができる（最小平均二乗誤差（Minimum Mean Squared Error；MMSE）デノイザ [48]に

ついても同様のことが言える）。

Regularization by Denoising (RED) [49]. REDでは、デノイザ TRED : Rn → Rnについ

て、(i)非拡大性、(ii) JTRED(x)（∀x ∈ Rn）（Jacobi行列の対称性）(iii) TRED(cx) = cTRED(x)

(x ∈ Rn, ∀c ∈ [1 − ǫ, 1 + ǫ], ∃ǫ > 0)（局所均質性）を仮定する。これらの仮定の下、RED正

則化関数 hRED(x) := (1/2)x⊤(x − TRED(x)) の勾配が∇hRED(x) = x − TRED(x) で与えら

*31 Trimmed ℓ1 ノルムを罰則関数として使用したときの解が、ある条件下で、非ゼロ成分数に関する制約（スパース制約）を

満たすことが知られている [17]。
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れることを利用し、勾配法ベースのアルゴリズムで最適化するというのが REDの基本指針で

ある。REDは、fRED := (1/2)x⊤TRED(x)を用いて、形式的に TRED = ∇fRED と表現できる

が、非拡大性などの強い制限がかかることに加え、本稿で述べてきたMoL-Gradデノイザと

は、デノイザの使われ方が根本的に異なる*32。

Maximally Monotone Operator (MMO) [51]. 極大単調作用素（MMO）となるニュー

ラルネットワークを採用した PnP-FBS法の収束先を変分不等式問題の解として特徴づける枠

組みが提案されている [51, Proposition 3.1]。この枠組みは、収束先を最適化問題の解として

特徴づけるアプローチを特別な場合として含む、より一般的なものである一方、ニューラル

ネットワーク（デノイザ）が非拡大写像*33である場合に制限される。この点において、同枠組

みは、本稿で扱った枠組みを包含するものではない（Lipschitz定数のみの観点から大雑把に言

えば、互いに補集合の関係にある）。さらに、PnP-PDS法を扱っている点も [51]との差異で

あり、特に、MoL-Gradデノイザの場合、注意 3で述べたように、PnP-PDS法は、Lipschitz

制約なしアプローチであるという大きな意味を持つ。

8. 結び

MoL-Gradデノイザに関する二編の論文 [1, 2]の本質を解説することに主眼をおいた。定理

1, 2の関係性、系 1、注意 3、命題 4、近接変換定理（定理 6）と吉田近似・レゾルベントとの

関係性、下半連続 1-弱凸包（定義 6）と近接包の等価性、下半連続 1-弱凸包の前提条件と近接

有界性の等価性など、論文 [1, 2]に含まれない内容にも触れた。
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